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Poznanie matematyczne

Streszczenie

DEFINICJA POJECIA: Poznanie matematyczne to obszar nauki zajmuja-
cej sie aktywnoscia umystu zwigzang z matematyka, np. przetwarzaniem
liczb i geometrii oraz biologicznymi podstawami kompetencji matema-
tycznych cztowieka. Poznanie matematyczne stanowi obszar badan inter-
dyscyplinarnych, u ktérych podstawy leza psychologia i neuronauka.

ANALIZA HISTORYCZNA POJECIA: Badania nad poznaniem matema-
tycznym poprzedza tradycja dociekan filozoficznych, dotyczacych intuicji
matematycznej. O ile wedtug Platona, Kartezjusza, Kanta czy Poincarégo
intuicja ta ma charakter wrodzony, o tyle wedtug Helmholtza ksztatto-
wana jest ona na drodze doswiadczenia. W prekursorskich badaniach
nad rozwojem poznania matematycznego u dzieci Piaget wykorzysty-
wat wcigz kategorie intuicji, przy czym wskazywat on, ze wiedza o licz-
bach i przestrzeni budowana jest nie na drodze ogladu, lecz na podstawie
aktywnego dziafania.

UJECIE PROBLEMOWE POIJECIA: Poznanie matematyczne opiera si¢
na systemach wiedzy rdzennej, ktére sg stare ewolucyjnie, wyksztatcaja
sie wczesnie w toku rozwoju osobniczego i sg uniwersalne kulturowo.
Umozliwiajg one juz we wczesnym wieku precyzyjng oceng liczebnosci
niewielkich zbioréw, szacowanie liczebnosci wiekszych zbioréw, prze-
twarzanie ksztattow oraz nawigacje przestrzenna. Systemy te charakte-
ryzuja jednak ograniczenia, ktére przezwyciezane sg przy wsparciu jezyka
w toku uczenia si¢ liczebnikow oraz stownictwa przestrzennego. Badania
wskazujg ponadto, ze w przejéciu pomigdzy wiedza zawartg w systemach
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rdzennych a symboliczng matematyka istotng role odgrywaja nawyki
liczenia na palcach.

REFLEKSJA SYSTEMATYCZNA Z WNIOSKAMI | REKOMENDACJAMI:
Badania nad poznaniem matematycznym dostarczajg wiedzy o interak-
cjach natury i kultury, stanowiacych jeden z podstawowych tematow
nauk spotecznych. Maja one réowniez implikacje w obszarze edukacji,
pomagajac tworzy¢ wytyczne w zakresie wspierania osob z trudnosciami
szkolnymi.

Stowa kluczowe: geometria, liczby, asocjacje przestrzenno-
-numeryczne, wrodzonos¢, wiedza rdzenna
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Definicja pojecia

Z punktu widzenia kognitywistyki ,poznanie matematyczne” rozumie¢
mozna na dwa sposoby — jako explanans i jako explanandum procesow
poznawczych (Hohol, 2020). Pierwszy z nich odnosi sie do wyjasniania
umystu przy uzyciu matematyki, w szczegoélnosci do modelowania réz-
norakich procesow poznawczych przy wykorzystaniu narzedzi matema-
tycznych. W drugim z nich aktywnos¢ poznawcza powigzana z wyko-
rzystywaniem matematyki traktowana jest jako zjawisko wyjasniane
przy pomocy metod i teorii zorientowanej empirycznie kognitywistyki.
Jednoczesnie w drugim ujeciu poznanie matematyczne zwigzane jest
z obszarem badan interdyscyplinarnych, ktérych rdzen stanowig psy-
chologia eksperymentalna i neuronauka poznawcza, uzupetniane przez
dyscypliny, takie jak modelowanie obliczeniowe, antropologia i etologia
poznawcza, a takze badania edukacyjne.

W niniejszym artykule skupiamy sie przede wszystkim na ,poznaniu
matematycznym” rozumianym jako explanandum, korzystajac roboczo
z ujecia zaproponowanego przez Rafaela Nufieza i George’a Lakoffa
(2005, s. 110). Zgodnie z tym ujeciem przedmiotem badan nad
poznaniem matematycznym jest

pewien aspekt rzeczywistosci psychologicznej, neurologicznej i edukacyjnej
zwigzanej z pewnymi zachowaniami, osiggnieciami i kompetencjami mate-
matycznymi osoby, definiowanymi na poziomie jednostki lub na poziomie
uktadu nerwowego jednostki, a matematyka jako taka pozostaje nietknieta.

Zakresem jest,to, co zazwyczaj rozumie sie przez «matematykey,
czyli elementarna arytmetyka, przetwarzanie liczb, a niekiedy podsta-
wowa geometria lub elementarne myslenie algebraiczne”. Do przed-
miotu badan nalezg rowniez przestrzenne i ilosciowe aspekty srodowi-
ska. Wreszcie badaczy poznania matematycznego interesujg sposoby
uzasadniania i praktyki dowodowe stosowane w matematyce, a takze
przetwarzanie obiektéw i struktur matematycznych przyswajanych na
poziomie akademickim. Zakres badan nad poznaniem matematycznym
jest szeroki i obejmuje badania nad réznymi populacjami — poczagwszy
od niemowlat, az po profesjonalnych matematykéw. Metody badaw-
cze ,to gtdwnie standardowe metody empiryczne stosowane w psy-
chologicznych badaniach behawioralnych, badaniach nad zespotami
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neuropsychologicznymi oraz obliczeniowym modelowaniu przetwarza-
nia numerycznego” (Nufiez & Lakoff, 2005, s. 110). Typowe pyta-
nia, z jakimi mierzg sie badacze tak ujmowanego poznania matema-
tycznego, sg nastepujgce: W jaki sposéb umyst reprezentuje liczby?
Czy istniejg wrodzone podstawy kompetencji numerycznych i geome-
trycznych cztowieka, a jesli tak, to jakie? Jakie struktury mézgowe zaan-
gazowane sg W elementarne przetwarzanie poznawcze liczb i wtasnosci
geometrycznych? Czy poznawcze przetwarzanie struktur matematycz-
nych przyswajanych na poziomie akademickim jest nadbudowane na
elementarnym poznaniu numeryczno-geometrycznym?

Analiza historyczna pojecia

Jednym z pierwszych i najwazniejszych dziet, ktére uksztattowaty
sposéb myslenia o teoriach matematycznych, sg bez watpienia Ele-
menty Euklidesa (IV-IlIl w. p.n.e.), w ktérych przedstawione zostaty
wzorce logicznego rozumowania i dedukcji matematycznej oraz pod-
sumowana zostata wiedza matematyczna gromadzona na przestrzeni
wiekdw przez matematykdw greckich, ktérzy czerpali z kolei z dokonan
Egipcjan i Babilonczykéw. Systematyzacja dokonana przez Euklidesa
obejmowata geometrie na ptaszczyznie i stereometrie, a takze algebre
geometryczng i teorie liczb, przy czym réwniez ta ostatnia miata charak-
ter geometryczny. Liczby ujmowane byty jako odcinki, zas mnozenie jako
pomiar. Stad tez na przestrzeni wiekéw geometria pozostawata syno-
nimem matematyki w ogole, a dowody geometryczne uznawane byly
za wzor scistego my$lenia. Jednym z termindw najczesciej pojawiajg-
cych sie w Elementach jest ,konstrukcja”, o czym przekona¢ mozna sie
juz od Ksiegi |, ktérej pierwsze twierdzenie dotyczy konstrukcji trojkata
réwnobocznego na danej skonnczonej prostej. Choc¢ termin ,konstrukcja”
sugeruje, ze przed przeprowadzeniem rozumowania obiekty matema-
tyczne nie istniejg, to na kartach dzieta Euklidesa nie znajdziemy tego
rodzaju deklarac;ji filozoficznych.

Platon (IV w. p.n.e.) przekonany bylt, Ze przyswajanie wiedzy mate-
matycznej w toku wieloletniego treningu mozliwe jest dzieki wrodzo-
nej zdolnosci poznawczej, ktéra umozliwia uchwytywanie elementar-
nej wiedzy o punktach, odcinkach, katach i relacjach miedzy figurami.
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Zdolnos¢ ta tradycyjnie okreslana jest jako ,intuicja matematyczna”
i uzna¢ mozna jg za historyczng poprzedniczke ,poznania matema-
tycznego” (Hohol, 2020). Intuicja, okre$lana réwniez mianem ,wgladu”,
powigzana jest z siegajgcg co najmniej Platona metaforg ,myslenia jako
widzenia”. Teze o intuicyjnosci elementarnej matematyki Platon formu-
tuje m.in. w swoim dialogu Menon, w ktérym niewyksztatcony niewolnik
wiedziony pytaniami zadawanymi przez Sokratesa okazuje sie zdolny
do przeprowadzenia rozumowania dedukcyjnego. Prowadzi go ono do
wniosku, ze kwadrat zbudowany na przekatnej danego kwadratu jest
dwa razy wiekszy (zob. Hohol, 2020). Wedtug Platona w toku prze-
prowadzania konstrukcji geometrycznej powstaje reprezentacja
obiektu matematycznego, ,oglgdana” przez umyst, ale istniejgca nieza-
leznie od niego (zob. Hohol, 2020; Murawski, 2013). Podobnej tezy bro-
nili kontynuatorzy mysli Platona, tacy jak Speuzyp z Aten (IV w. p.n.e.).
Nie oznacza to jednak, ze wszyscy filozofowie hellenistyczni byli plato-
nikami. Jako kontrprzyktad wymieni¢ mozna chocby Arystotelesa, bro-
nigcego tezy o empirycznym charakterze wiedzy matematycznej, ktéra
powstaje w wyniku abstrakcji obiektdw matematycznych z obiektéw
fizycznych, czy tez Menaichmosa (IV w. p.n.e.) — zwigzanego z Aka-
demig Platonskg matematyka, ktory twierdzit, ze konstrukcje geome-
tryczne nalezy interpretowac literalnie, tj. jako operacje, w wyniku kto-
rych powstajg obiekty matematyczne.

Intuicja matematyczna stata sie jednym z klasycznych tematow filo-
zofii nowozytnej. Kartezjusz (1596—-1650) twierdzit, ze dotyczace wiecz-
nych prawd twierdzenia matematyczne odkrywane sg dzieki intuicji,
ktorg nazywat ,Swiattem naturalnym”. Co istotne, intuicja umozliwiajgca
rozpoznawanie jasnosci i wyraznosci twierdzeh matematycznych jest
wedtug niego wrodzona i catkowicie niezalezna od swiadectw zmystow,
a takze moze by¢ przyblizona poprzez metafore ,myslenie to widze-
nie” (zob. Hohol, 2020; Murawski, 2013). Dyskusje nad intuicjg konty-
nuowano takze w kolejnych epokach, w szczegdlnosci w odniesieniu
do koncepcji Immanuela Kanta (1724-1804). Wediug tego ostatniego
wszystkie twierdzenia matematyczne majg status tak zwanych sadéw
syntetycznych a priori, a wiec takich, ktére z jednej strony rozszerzajg
naszg wiedze (w przeciwienstwie do tautologii), a z drugiej sg catkowi-
cie niezalezne od empirycznego uzasadnienia, przy czym ich prawdzi-
wos¢ rozpoznawana jest intuicyjnie (zob. Hohol, 2020; Murawski, 2013).
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Mozliwe jest to dzieki powigzaniu konstrukcji matematycznych z prze-
strzenig i czasem. Przestrzeh i czas rozumiane sg tu jako ,dane
naoczne”, a zarazem jako wewnetrzne skfadniki umystu, filtrujgce wra-
zenia zmystowe i organizujgce poznanie. Wewnetrzna reprezentacja
przestrzeni umozliwia podmiotowi konstrukcje geometrii, podczas gdy
reprezentacja czasu lezy u podstaw konstrukcji liczb, ujmowanych jako
jednostki dotgczane do siebie kolejno w czasie (zob. Hohol, 2020).

Do koncepcji intuicji matematycznej Kartezjusza i Kanta odwotywat
sie bezposrednio Henri Poincaré (1854—-1912), przy czym dokonat on
daleko idgcych modyfikacji w jej rozumieniu (zob. Hohol, 2020). Poin-
caré okreslat intuicje matematyczng mianem ,wrodzonej sity tworczej”
ludzkiego umystu, ktéra umozliwia rozpoznawanie podstawowych rela-
cji oraz twierdzen matematycznych jako prawdziwych. Nowatorskim
wktadem Poincarégo byto natomiast zauwazenie, ze poznanie mate-
matyczne angazuje zarowno swiadome, jak i nieswiadome przetwarza-
nie. Jego zdaniem twierdzenia matematyczne powstajg poczatkowo na
poziomie nieswiadomym, ale muszg zosta¢ uzupetnione przez $wiado-
mie kontrolowane rozumowanie. Wbrew Kantowi stwierdzit on rowniez,
ze aksjomaty, ktore stuzg jako punkt wyjscia dowodéw geometrycznych,
nie sg sgdami a priori, ale akceptowane sg przez matematykéw na
mocy konwencji, w ustalaniu ktérej niekiedy biorg oni pod uwage fakty
empiryczne, ale takze kryteria takie jak wygoda i uzytecznosc. Dopro-
wadzito to Poincarégo do uznania, ze geometria definiowana przez
zestaw aksjomatow zaprezentowanych przez Euklidesa nie jest jedyng
mozliwg, cho¢ przyznawat on, ze pozostaje ona najwygodniejsza. Wro-
dzona intuicja matematyczna gwarantuje wiec zachowanie poprawno-
Sci rozumowan, przy czym ostateczne wyniki zalezne sg od przyjetych
na mocy konwencji zatozen (zob. Hohol, 2020).

Jeszcze dalej w modyfikacji dotychczasowego rozumienia intuicji
matematycznej poszedt Hermann von Helmholtz (1821-1894), zaprze-
czajgc jej wrodzonosci i sktaniajgc sie ku radykalnemu empiryzmowi.
Cho¢ zgadzat sie on z Kantem w tym, ze doswiadczenia i wrazenia zmy-
stowe sg filtrowane przez umyst, odrzucit catkowicie transcendentalny
punkt widzenia. Wedtug Helmholtza zdolno$¢ poznawcza tradycyjnie
okreslana jako intuicja matematyczna ksztattowana jest na drodze aku-
mulacji doswiadczen i wzmacniania powigzanych z nimi Sladéw pamie-
ciowych. Oznacza to, ze ksztattowanie intuicji matematycznej mozna,
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a nawet nalezy, ,rozbi¢” na prostsze komponenty, a nastepnie wska-
zac, jak myslenie matematyczne ksztattuje sie w trakcie rozwoju osob-
niczego. Tezy Helmholtza na temat empirycznego pochodzenia intuicji
matematycznej miaty wcigz charakter filozoficzny, jednak inspirowane
byly jego badaniami psychologicznymi (nalezy wspomnie¢, ze byt on
jednym z pionieréw psychologii eksperymentalnej) i potozyly podwa-
liny pod badania empiryczne nad uczeniem sie matematyki (zob. Hohol,
2020).

Termin ,intuicja matematyczna” nie odszedt w zapomnienie wraz
z powstaniem psychologii eksperymentalnej, cho¢ jego znaczenie ulegto
kolejnej znaczacej zmianie. Istotng role w ksztattowaniu sie wspotcze-
snych badan empirycznych nad poznaniem matematycznym odegrat
Jean Piaget (1896-1980). Uczony ten twierdzit, ze rozwdj poznaw-
czy przebiega wedle uporzadkowanych faz, poczgwszy od fazy sen-
soryczno-motorycznej (od urodzenia do drugiego roku zycia),
w ktérej dzieci zaczynajg ksztattowaC rozumienie statosci przedmio-
téw. Kolejna faza (trwajgca do okoto szdstego roku zycia) okreslana
jest jako przedoperacyjna i charakteryzuje sie brakiem mozliwo-
Sci przyjmowania perspektyw innych niz wtasna. Nastepnie (az do dwu-
nastego roku zycia) dzieci przechodzg przez faze operacji kon-
kretnych, podczas ktérej opanowujg podstawy logiki i przyjmowania
alternatywnych perspektyw, co umozliwia im rozumienie zwigzkow przy-
czynowo-skutkowych. Wreszcie w wieku dwunastu lat dzieci wkraczaja
w faze operacji formalnych, ktéra charakteryzuje sie umiejet-
noscig myslenia abstrakcyjnego.

Piaget poswiecit osobne prace genezie kompetencji numerycznych
i geometrycznych, przy czym co do wszystkich poje¢ matematycznych
przyjmowat on stanowisko konstruktywistyczne oraz zorientowane
na dziatanie (zob. Semadeni, 2023). Jego zdaniem pojecia matema-
tyczne nie sg wrodzone ani nie powstajg nagle, ale sg stopniowo kon-
struowane w umysle dziecka na bazie doswiadczen. Nie ksztattujg sie
one w wyniku samego postrzegania $wiata fizycznego, ale eksploraciji
srodowiska i aktywnej manipulacji przedmiotami. Jesli chodzi o kom-
petencje arytmetyczne, Piaget wskazywat, ze rozwijajg sie one row-
nolegle ze zdolnosciami logicznymi. Samo pojecie liczby powstaje
natomiast w wyniku abstrakcji (czyli pomijania cech fizycznych przed-
miotéw, takich jak kolor, wielkos¢ czy ksztalt), bazujgcej na dziataniach

235



236

MATEUSZ HOHOL, NINA BAZELA

dokonywanych na przedmiotach, takich jak np. przyporzadkowywanie
obiektéw do zbiorow (zob. Szczygiet, 2017). Dla rozwoju pojecia liczby
kluczowe jest zinternalizowanie zasady statosci, a w szczegdlnosci
zrozumienie, ze zmiana potozenia przedmiotow w zbiorach nie powo-
duje zmiany ich liczby. W typowych przeprowadzanych przez Piageta
badaniach dziecku przedstawiano dwa réwnoliczne rzedy przedmiotow
(np. kulek), znajdujacych sie w tej samej odlegtosci, a nastepnie rozsu-
wano przedmioty w jednym z rzeddw, co oznaczato zmiane ukfadu prze-
strzennego, ale nie liczebnosci. Piaget zaobserwowalt, ze nawet piecio-
letnie dzieci twierdzg btednie, ze rozsuniecie prowadzi do zwiekszenia
liczby przedmiotéw. Btad ten ustepuje dopiero w szdéstym lub siodmym
roku zycia, co oznacza petne uksztattowanie pojecia liczby. PozZniejsze
badania wykazaty, ze z zadaniami sprawdzajgcymi rozumienie zasady
statosci obiektow radzg sobie réwniez miodsze dzieci. Rozbieznosc te
wyjasniono m.in. nienaturalnoscig warunkow badan przeprowadzanych
przez Piageta (zob. Szczygiet, 2017). Co wiecej, wykorzystanie innych
paradygmatow badawczych umozliwito badania nad obecnosciag repre-
zentacji liczb nawet u noworodkéw (zob. sekcje Ujecie problemowe
pojecia).

Piaget przekonany byt, ze rowniez pojecia geometryczne nie wywo-
dzg sie po prostu z obserwacji $wiata. Przykladowo ,réwnosé” wywo-
dzi sie z internalizacji dziatania polegajgcego na wyréwnywaniu dwéch
przedmiotéw, prosta” ma u swych podstaw internalizacje dziatania
podazania za czyms, np. wzrokiem, bez zmiany kierunku, zas ,kat”
bierze sie z internalizacji dwoch przecinajgcych sie ruchéw np. rgk (zob.
Hohol, 2020; Semadeni, 2023). Jesli chodzi o poznawczg geneze geo-
metrii, Piaget — jak juz wspomniano — nie stronit od klasycznego pojecia
intuicji. Jak pisat on wspdlnie z Barbel Inhelder:

Intuicja przestrzeni nie jest czytaniem lub dostrzeganiem wtasnosci obiektéw,
ale od samego poczatku przeprowadzanym na nich dziataniem. Poniewaz dzia-
tanie wzbogaca i rozwija rzeczywistos¢ fizyczng, zamiast jedynie ekstrahowaé
z niej zbiér gotowych struktur, moze ono ostatecznie wykroczy¢ poza ogranicze-
nia fizyczne i stworzy¢ schematy operacyjne. Schematy te mogg zostac sfor-
malizowane, tak by funkcjonowaty w czysto abstrakcyjny i dedukcyjny sposaéb.
Poczawszy od podstawowej aktywnosci sensoryczno-motorycznej, az po abs-
trakcyjne operacje, rozwdj intuicji geometrycznej jest aktywnoscig w najpetniej-
szym znaczeniu tego stowa (Piaget & Inhelder, 1967, s. 449).
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Koncepcja Piageta, cho¢ w duzej mierze podwazona przez poz-
niejsze badania (zob. Spelke, 2022; Szczygiet, 2017), byta oryginalna
i historycznie wazna, stanowita bowiem pierwszg probe zdefiniowa-
nia etapow dojscia przez dziecko do pojecia przestrzeni euklideso-
wej (zob. Hohol, 2020). Zdaniem Piageta rozwdj indywidualny doko-
nuje sie w porzgdku odwrotnym wzgledem historycznego ksztattowania
sie geometrii jako dziedziny matematyki. O ile geometria euklidesowa
powstata juz w starozytnosci, geometria rzutowa zostata opracowana
w XIX w., za$ topologia powstawata na przetomie XIX i XX w., Piaget
twierdzit, ze najbardziej pierwotnym pojeciem przestrzeni, ksztattujgcym
sie w umysle dziecka okoto trzeciego roku zycia, jest ,przestrzen topo-
logiczna” — trzeba jednak stwierdzi¢, ze to, co Piaget rozumiat przez
topologie, dalekie jest od scistego ujecia matematycznego (zob. Hohol,
2020; Semadeni, 2023). Swoje wnioski sformutowat m.in. na bazie eks-
perymentow, w ktorych zadaniem dzieci byto rozréznianie ksztaltéw np.
na bazie dotyku i w ktoérych radzity sobie one dobrze, gdy jeden z przed-
miotoéw byt domkniety, a drugi nie. Najmtodsze dzieci nie radzity sobie
natomiast z rozr6znianiem kwadratu od tréjkata ani nawet figur prostoli-
niowych od krzywoliniowych. Na tej podstawie Piaget stwierdzit, ze trzy-
letnie dzieci nie dysponujg jeszcze pojeciami dtugosci czy kata. O ile
w wieku okoto szeéciu—siedmiu lat pewne pojecia euklidesowe zdajg
sie byC juz uksztattowane, wszystkie relacje geometryczne wcigz roz-
patrywane sg przez dziecko wzgledem wiasnego punktu widzenia (co
odpowiada wcigz egocentrycznej fazie przedoperacyjnej ogélnego roz-
woju poznawczego). Na tej podstawie Piaget twierdzit, ze dziecko w tym
wieku dysponuje pojeciem przestrzeni rzutowej. Wreszcie okoto dwu-
nastego roku zycia (co pokrywa sie z wejsciem w faze operacji formal-
nych) dzieci rozwijajg pojecie przestrzeni euklidesowej, ktére nie odnosi
sie do konkretnego ukfadu przedmiotéw zajmujgcych postrzegane
pozycje, ale raczej do organizacji samej przestrzeni jako ,niewidzial-
nego pojemnika”, wewnatrz ktérego relacje sg niezalezne od aktualnego
punktu widzenia (Piaget & Inhelder, 1967). Podobnie jak w przypadku
rozwoju pojecia liczby, teza o pierwszenstwie topologii jest wspotcze-
Snie kwestionowana. Przyktadowo wskazuje sie na obserwacje Piageta,
ze dzieci w pierwszej kolejnosci odrdzniajg figury otwarte od zamknie-
tych, jako wynikajgca raczej z lepszej znajomosci niektorych przedmio-
téw, a nie z najbardziej podstawowego charakteru topologii (zob. Hohol,
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2020). Tym, co zdaje sie natomiast aktualne, jest teza Piageta, zgodnie
z ktérg kompetencje matematyczne nie wywodzg sie z samej rejestraciji
Swiata za pomocg wzroku, ale z ruchu i dziatania w Swiecie.

Ujecie problemowe pojecia

Interdyscyplinarna nauka o poznaniu, znana dzi$ jako kognitywistyka,
powstata na przetomie lat 50. i 60. XX w., obejmujgc poczatkowo przede
wszystkim psychologie poznawcza, lingwistyke i informatyke, do kté-
rych dotgczaty stopniowo neuronauka, antropologia i filozofia. Rozumo-
wania matematyczne i logiczne stanowity jedno z podstawowych zainte-
resowan wielu pionieréw kognitywistyki, takich jak Allen Newell i Herbert
Simon. Swiadczg o tym wspdttworzone przez nich programy, okreslane
jako pierwsze programy sztucznej inteligencji: Teoretyk Logiczny (Logic
Theorist) i Uogdlniony Rozwigzywacz Probleméw (General Problem
Solver), ktore zdolne byty m.in. do radzenia sobie z dowodzeniem twier-
dzen ze stynnego traktatu matematycznego Principia mathematica Ber-
tranda Russella i Alfreda North Whiteheda. Inne programy pochodzace
z tego okresu dowodzity natomiast z powodzeniem twierdzen geome-
trii euklidesowej. Poniewaz krytycy wskazywali, ze programy kompute-
rowe mogg osigga¢ analogiczne wyniki matematyczne w zupetnie inny
sposob niz ludzie, aby wyeliminowac ten problem projektanci i progra-
misci, zaczeli stopniowo wykorzystywac¢ dane psychologiczne (pierwot-
nie protokoty werbalne, pdzniej dane dotyczace czaséw reakcji). Stad
tez programy geometryczne symulowaé zaczely interakcje, w jakie
ludzie wchodzg z reprezentacjami zewnetrznymi, np. diagramami (zob.
Hohol, 2020).

Dowodzenie twierdzen, bedgce zaawansowang czynnoscig anga-
zujgca wiele proceséw poznawczych, nie stato sie jednak gtownym
tematem badan nad poznaniem matematycznym. Zamiast tego kon-
centrowano sie na zagadnieniach bardziej elementarnych, takich jak
sposéb reprezentowania liczb przez umyst, ktéry — jak sie okazato —
ma wiele wspdlnego z analogowym przetwarzaniem wielkosci fizycz-
nych w ogéle. Wyniki licznych badan wskazujg, ze poréwnujgc dwa
postrzegane przedmioty fizyczne, zaréwno ludzie, jak i zwierzeta radzag
sobie lepiej (osiggajg wiekszg poprawnos$c¢ i krétsze czasy reakciji), gdy
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przedmioty znaczgco réznig sie pod wzgledem wielkosci, niz gdy roz-
nica w ich wielkosci jest nieduza. Gdy zas badani poréwnujg pary przed-
miotow o statej réznicy wielkosci, tatwiej przychodzi im poréwnywanie
par matych przedmiotéw niz par wiekszych obiektéw (zob. Butterworth,
2022). Pierwsze z tych zjawisk okres$la sie mianem efektu dystansu, zas
drugie — efektu rozmiaru. Co istotne, efekty te zachodza, gdy przetwa-
rzane sg rozne wielkoéci fizyczne, takze takie jak dtugos¢ odcinka czy
jasnosc¢ obiektu.

W 1967 r. Moyer i Landauer opisali podobny efekt dystansu dla liczb
(zob. Brozek & Hohol, 2017; Dehaene, 2011). W zadaniu polegajgcym
na wskazywaniu, ktéra z dwéch liczb (przedstawianych za pomocg sym-
boli arabskich) jest wigksza, ludzie reagujg szybciej i popetniajg mniej
btedéw, gdy poréwnywane liczby dzieli wiekszy dystans (np. 5i 9), niz
gdy dystans ten jest mniejszy (np. 4 i 5). Odkryto réwniez efekt rozmiaru
dla liczb: gdy odlegtosci miedzy poréwnywanymi liczbami sg takie same
(np. réznica pomiedzy 3i 5 oraz 5i 7 wynosi 2), osoby badane udzielajg
odpowiedzi szybciej i popetniajg mniej bledéw w przypadku mniejszych
liczb. Na bazie odkrycia tych dwéch efektéw zaproponowano koncep-
cje umystowej osi liczbowej (ang. mental number line). Efekt dystansu
wskazuje na to, ze na poziomie automatycznego i nieSwiadomego prze-
twarzania poznawczego reprezentacje liczb sg ustrukturyzowane prze-
strzennie; poréwnanie dwéch liczb wymaga poznawczego ,przyblize-
nia” okreslonego fragmentu osi, co tatwiejsze jest w przypadku liczb,
ktore sg od siebie bardziej oddalone. Z kolei efekt rozmiaru wskazuje na
to, ze inaczej niz w przypadku osi liczbowej znanej ze szkoty, umystowa
0$ liczbowa jest skompresowana logarytmicznie, tak ze wraz ze wzro-
stem wielkosci liczbowych malejg odlegtosci miedzy nimi; poréwnywa-
nie mniejszych liczb jest zatem tatwiejsze ze wzgledu na ich wiekszg
rozdzielczos¢ (zob. Cipora & Necka, 2012). Niektoére badania sugeruja,
ze w trakcie rozwoju osobniczego, a konkretnie wraz z nabywaniem
szkolnych kompetencji matematycznych, stopien logarytmicznej kom-
presji osi liczbowej ulega zmniejszeniu, co wigze sie z redukcja sity efek-
téw dystansu i rozmiaru. Z drugiej strony wiekszo$¢é badaczy zgadza
sie dzis co do tego, ze poznawcza reprezentacja wielkosci, w tym wiel-
kosci liczbowej, moze by¢ aktywowana niezaleznie od przestrzeni, co
sprawia, ze efekty dystansu i rozmiaru nie moga by¢ w tatwy sposob
interpretowane na korzys¢ istnienia umystowej osi liczbowe.
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Teoretyczny konstrukt umystowej osiliczbowej zyskat jednak powazne
wsparcie w zaobserwowanym po raz pierwszy przez Stanislasa Deha-
ene’a i wspotpracownikow w 1993 r. i zreplikowanym odtad kilkaset razy
efekcie SNARC (Dehaene, 2011; zob. takze Cipora & Necka, 2012;
Brozek & Hohol, 2017). Efekt SNARC (Spatial-Numerical Associa-
tion of Response Codes), czyli zalezno$¢ przestrzenna miedzy liczbg
a rodzajem odpowiedzi, polega na tym, ze w eksperymentach, w kt6-
rych zadanie osob badanych polega na podejmowaniu decyzji doty-
czacych wiasciwosci prezentowanych kolejno liczb (np. wskazywaniu,
czy liczba jest parzysta czy nieparzysta), obserwuje sie krotsze czasy
reakcji lewa rekg dla wzglednie matych liczb i prawg rekg dla wzgled-
nie duzych liczb. Wzglednie, poniewaz efekt ten daje sie zaobserwowac
nawet, gdy zbiér bodzcéw testowych obejmuje liczby od 1 do 9 (przy
czym ze wzgledéw metodologicznych pomija sie liczbe 5). Wzorzec ten
sugeruje, ze analogicznie do szkolnej osi liczbowej umystowa repre-
zentacja liczb ustrukturyzowana jest kierunkowo — mniejsze liczby znaj-
dujg sie bardziej po lewej, zas wieksze po prawej stronie. Obecnie toczy
sie wcigz debata nad czynnikami wptywajgcymi na site efektu SNARC,
a nawet sam kierunek (zob. Butterworth, 2022). Z jednej strony pod-
kresla sie role czynnikow kulturowych w ukierunkowaniu umystowej osi
liczbowej. Standardowy efekt SNARC obserwuje sie w kulturach, w kto-
rych pisanie i czytanie przebiega od lewej do prawej, zas odwrécony
efekt SNARC w kulturach, gdzie pisze i czyta sie od prawej do lewej. Co
wiecej, osoby, ktore majgc policzy¢ na palcach od 1 do 10, zaczynajg od
lewej reki, przejawiajg silniejszy efekt niz te, ktére zaczynajg od prawe;j.
Z drugiej strony na podstawie wynikow badan przeprowadzanych na
zwierzetach wskazuje sie, ze samo wigzanie liczebnosci z przestrzenig
ma gtebokie korzenie ewolucyjne.

Efekty dystansu i rozmiaru wskazujg na to, ze liczby sg repre-
zentowane poznawczo w sposob analogowy, czyli tak jak wielkosci
fizyczne. Z kolei efekt SNARC interpretuje sie standardowo jako argu-
ment na rzecz powigzania umystowych reprezentacji liczb i przestrzeni.
Whioski te wspierane sg nie tylko przez wyniki licznych badan beha-
wioralnych, ale réwniez neuronaukowych, przeprowadzonych z wyko-
rzystaniem funkcjonalnego obrazowania rezonansem magnetycznym.
Przyktadowo wskazuje sie, ze obszar bruzdy srédciemieniowej mozgu
wykazuje podobne reakcje, gdy osoby badane przetwarzajg zaréwno
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liczby symboliczne, jak i odcinki. Na bazie tych oraz innych wynikéw
Vincent Walsh sformutowat teorie wielkosci znang jako ATOM (A Theory
of Magnitude). Zaktada ona, ze w korze pfata ciemieniowego istnieje
wspdlna czes¢ mechanizmu metrycznego, zaangazowanego w prze-
twarzanie czasu, przestrzeni i liczb (zob. Butterworth, 2022). Warto
pamietaé, ze nie oznacza to, ze wszystkie te wielkosci przetwarzane sg
doktadnie tak samo czy ze ich mechanizmy nie angazujg dodatkowych
komponentéw. Co ciekawe, dowody swiadczace o roli ptata ciemie-
niowego w przetwarzaniu liczb oraz przestrzeni pojawity sie na dtugo
przed tym, jak zaczeto stosowac techniki neuroobrazowania. Jeszcze
w pierwszej potowie XX w. austriacki neurolog Josef Gerstmann opisat
zespot objawdw (znany dzi$ jako zespot Gerstmanna) towarzyszgcych
uszkodzeniu zakretu kgtowego, na ktére sktadajg sie trudnosci w prze-
twarzaniu liczb, odrdznianiu stron i pisaniu oraz agnozja palcéw (pole-
gajgca np. na zaburzeniach w rozpoznawaniu, ktéry z palcow pacjenta
jest aktualnie stymulowany).

Wspotczesne wysitki badawcze zmierzajg do zrozumienia mecha-
nizmu przetwarzania liczebnosci nie tylko na poziomie catych struktur
mozgowych, ale takze z uwzglednieniem poziomu pojedynczych neu-
ronéw. Badajgc makaki, Andres Nieder (2019) odnalazt tzw. numerony
(ang. numerical neurons), znajdujgce sie w okolicy bruzdy srédciemie-
niowej, czyli w obszarze wyspecjalizowanym w przetwarzaniu wielkosci,
oraz w bocznej korze przedczotowej, czyli strukturze zaangazowanej
w 0golne procesy poznawcze. Ich nazwa bierze sie stad, ze komorki te
reagujg selektywnie na mate liczebnosci niesymboliczne — dany neuron
reaguje najsilniej, gdy makak postrzega jedng kropke, inny neuron,
gdy zwierze postrzega dwie kropki i tak dalej, az do czterech. Cztery
(plus minus jeden element) stanowi bariere tzw. subitacji (ang. subiti-
zing), czyli bezwysitkowej, szybkiej i precyzyjnej oceny liczby elemen-
toéw. Subitacje nalezy odrozni¢ od szacowania, ktére polega na przybli-
zonym okresleniu ilosci elementdéw w zbiorze o liczebnosci wiekszej niz
cztery (plus minus jeden) oraz od liczenia. O ile subitacja i szacowa-
nie sg niezalezne od reprezentacji symbolicznych, takich jak cyfry arab-
skie czy liczebniki, o tyle nauczywszy sie liczenia, jestesmy w stanie
okresli¢ precyzyjnie liczebnosci zbiorow, ktére przekraczajg — i to nawet
znacznie — zakres subitacji. Cho¢ przeprowadzono wiele badah wska-
zujgcych na to, ze przedstawicieli niektérych gatunkéw zwierzgt mozna
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nauczy¢ liczenia, panuje konsensus, ze zdolnos¢ ta jest czescig ekolo-
gii poznawczej cztowieka (zob. Butterworth, 2022).

W kontekscie dyskusji omowionych w sekcji Analiza historyczna
pojecia nasuwajg sie dwa pytania: czy w swietle obecnej wiedzy kogni-
tywistycznej elementarne zdolnosci numeryczne, czyli subitacje i sza-
cowanie, mozna uzna¢ za podstawe, na ktorej w trakcie ontogenezy
nadbudowywane sg liczenie, arytmetyka i inne zdolno$ci matema-
tyczne? | czy te elementarne zdolnosci sg wrodzone? Innymi stowy:
czy racje mieli filozofowie szukajgcy wrodzonych podstaw intuicji mate-
matycznej, czy raczej Hermann von Helmholtz, ktéry podwazat istnie-
nie czegokolwiek wrodzonego, procz samych mechanizmdéw uczenia
sie? Cho¢ wokot tych kwestii wcigz toczg sie dyskusje (zob. Butter-
worth, 2022; Haman & Gut, 2016; Nieder, 2019), wielu badaczy pozna-
nia matematycznego sktonnych jest opowiedzie¢ sie za wrodzonos$cig
elementarnego poznania numerycznego oraz tym, ze stanowi ono pod-
stawe dla uczenia sie matematyki.

Jesli chodzi o wrodzonos¢ elementarnych kompetencji numerycz-
nych, ludzkie niemowleta przejawiajg zdolnos¢ do odrézniania zbioréw
réznigcych sie liczbg przedmiotow, nie potrzebujgc do tego zadnego tre-
ningu. Wykazaty to badania wykorzystujgce tzw. paradygmat habituacji.
W przypadku gdy dzieci w wieku okoto szesciu miesiecy obserwowaty
serie obrazkéw z jednakowg liczbg czarnych punktéw, ktore réznity sie
wielkoscig lub rozmieszczeniem, nastepowato skrocenie okresu ich zain-
teresowania danym bodzcem, co wskazuje na pojawienie sie zjawiska
habituacji. Natomiast gdy zaprezentowano im obrazy z odmienng liczbg
punktéw, bez wzgledu na ich uktad przestrzenny, odzyskiwaty zainte-
resowanie obrazem, co objawiato sie wydtuzonym czasem obserwacji
bodzca (zob. Brozek & Hohol, 2017). Inne badania wykazaty natomiast,
ze juz niemowleta dysponujg intuicjg rownolicznoéci. Przyktadowo sty-
szgc cigg czterech sylab, noworodki spogladaty diuzej na zbiér czterech
kropek niz na zbiér ztozony z dwunastu kropek. Co wigcej, badania prze-
prowadzone na licznych gatunkach zwierzat — poczgwszy od naczelnych
réznych od cztowieka, przez gryzonie, ptaki, a nawet ryby — wskazujg, ze
zdolnosc¢ do postrzegania liczebnosci jest powszechna w przyrodzie, co
najmniej wsrod kregowcow (zob. Butterworth, 2022; Nieder, 2019).

Zgodnie z wplywowa i wcigz rozwijang teorig systeméw rdzen-
nych autorstwa Elizabeth Spelke (2022), nasze zdolnosci poznawcze
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opierajg sie na tzw. systemach wiedzy rdzennej (ang. core knowledge
systems). Systemy te, jak pisze Spelke (2022),

przetwarzaja ograniczong dziedzine obiektéw i uchwytujg jedynie podzbiér wia-
snosci, ktérych dostarczajg nasze zmysty. Systemy te sg zamkniete, aktywo-
wane automatycznie i nieSwiadome (...). Systemy wiedzy rdzennej pojawiajg
sie na wczesnych etapach ontogenezy i funkcjonujg przez reszte zycia. Sg one
obecne u ludzi w kazdym wieku i w kazdej kulturze. Kierujg one naszym mysle-
niem i uczeniem sie zaréwno w okresie niemowlecym, jak i pdzniej. Co wiecej,
te same mozliwosci i ograniczenia systemoéw znalez¢ mozna u szerokiej gamy
zwierzat i zalezg one od homologicznych systemoéw i proceséw médzgowych, co
dostarcza dowodow na to, ze systemy rdzenne pojawity sie gteboko w naszej
ewolucyjnej przesztosci (s. 190; zob. takze Haman & Gut, 2016).

Wedle teoretykdéw systeméw rdzennych za subitacje i szacowanie
odpowiadajg dwa zlokalizowane w ptacie ciemieniowym rozigczne sys-
temy, okreslane kolejno jako system $ledzenia obiektow oraz system
przyblizania liczebnosci. Razem stuzg nam one za ,zmyst liczebnosci”
(ang. the number sense), ktéry stanowi warunek konieczny dla opano-
wania liczb wyrazanych symbolicznie i wykonywania na nich dziatan
(zob. Dehaene, 2011).

Jak wskazano powyzej, istniejg argumenty pozwalajgce twierdzié, ze
reprezentacje liczb majg charakter przestrzenny. Skad biorg sie jednak
nasze intuicje przestrzenne i czy sg one — jak twierdzit Kant — podstawg
geometrii euklidesowej? Wedtug Spelke (2022) podobnie jak w przy-
padku ,zmystu liczebnosci’, nasze zdolnosci geometryczne ugrunto-
wane sg w dwéch ewolucyjnie starych, wczesnych ontogenetycznie
i uniwersalnych kulturowo systemach wiedzy rdzennej, ktére okresla
sie jako system geometrii przestrzennej i system geometrii obiektowej
(Hohol, 2020). Pierwszy z nich zlokalizowany jest w formacji hipokampa
i przetwarza odlegtosci i kierunki, umozliwiajgc nawigacje w srodowisku.
Drugi zlokalizowany jest natomiast w bocznych strukturach ptata poty-
licznego i przetwarza katy oraz dtugosci, co umozliwia rozpoznawanie
dwuwymiarowych ksztattow i trojwymiarowych obiektow. Jak zauwaza
Spelke (2022), wszystkie systemy rdzenne cechujg sie ograniczeniami.
System $ledzenia obiektéw dostarcza doktadnej wiedzy o liczebnosci,
ale w zakresie zaledwie do okoto czterech przedmiotow. Z kolei system
liczb przyblizonych pozwala operowac na wiekszych liczebnosciach, lecz
kosztem precyzji. System geometrii przestrzennej jest czuty na odlegtosé
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i kierunek, ale nie na katy. Wreszcie system geometrii obiektowej prze-
twarza dtugosci i katy, ale nie kierunki. Jak jest to zatem mozliwe, ze
reprezentacje poznawcze generowane przez tak ograniczone systemy
tgczone sg w wolny od ograniczenh system poje¢ matematycznych?

Cho¢ wiele szczegotow pozostaje wcigz nieznanych, wedtug Spelke
(2022) tgczenie doktadnych reprezentacji matych liczb z przyblizonymi
reprezentacjami wiekszych liczb mozliwe jest dzieki opanowaniu liczeb-
nikow. Juz w bardzo mtodym wieku dzieci zaczynajg postugiwaé sie pod-
stawowymi liczebnikami, jednak do ukoriczenia drugiego roku zycia nie
sg w stanie nadawac im wtasciwych znaczen. Znaczgca zmiana zacho-
dzi w trzecim roku zycia, kiedy dzieci zaczynajg pojmowagé, ze liczeb-
nik ,jeden” reprezentuje abstrakcyjng wartos¢ 1. Proces ten jest kon-
tynuowany dla nastepnych liczb i odpowiadajgcych im liczebnikéw do
liczby 4 w czwartym roku zycia. Od tego momentu zdolnos¢ do korzy-
stania z liczebnikow rozwija sie bardzo dynamicznie, co idzie w parze
z naukag rozwigzywania bardziej skomplikowanych zadan arytmetycz-
nych. Dzieci formutujg uniwersalng zasade pozwalajgcg na przyporzad-
kowanie kazdej liczbie odpowiadajgcego jej liczebnika, co sprzyja zro-
zumieniu zarowno aspektu kardynalnego, jak i porzgdkowego liczby.
Jezyk funkcjonuje wiec jako rusztowanie, umozliwiajgce przetama-
nie ograniczen rdzennych systemdéw numerycznych. Badania wska-
ZUjg ponadto, ze w przejsciu pomiedzy wiedzg zawartg w systemach
rdzennych a symboliczng matematykg istotng role odgrywajg nawyki
liczenia na palcach. Palce sg obiektem konkretnym i tatwym do mani-
pulowania, a zarazem nadajg sie do reprezentowania liczebnosci réz-
nych przedmiotéw. Co wiecej, ze wzgledu na naturalne ustrukturyzowa-
nie, nawyki liczenia na palcach sprzyjajg opanowaniu porzagdkowego
aspektu liczby, podczas gdy systemy wiedzy rdzennej kodujg jedynie
aspekt kardynalny (zob. Szczygiet et al., 2015).

Badania wskazujg, ze w dziedzinie geometrii podobng do liczebni-
kéw role odgrywa uczenie sie stownictwa przestrzennego (zob. Hohol,
2020). Proces ten wspierany jest rowniez przez rosngce doswiadczenie
dzieci w zakresie postugiwania sie szkicami przypominajgcymi mapy,
za sprawg ktorych dzieci uczg sie przedstawiaé uktady przestrzenne,
reprezentowane pierwotnie przez system geometrii obiektowej (kieru-
nek, odlegtosc¢), jako dwuwymiarowe struktury, ktérych kluczowymi wia-
sciwosciami geometrycznymi sg katy i dtugosci.
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Refleksja systematyczna z wnioskami
i rekomendacjami

Wspodiczesne badania nad poznaniem matematycznym postrzegac
mozna jako kontynuacje dociekanh filozoficznych nad naturg intuiciji
matematycznej. Swiadczy o tym choéby to, ze Stanislas Dehaene i Eli-
zabeth Brannon (2010) nie wahajg sie nazywaé jednego z gtdéwnych
nurtéw badah ,Kantowskim programem badawczym”. W programie
tym podkresla sie ciggtos¢ miedzy biopsychologicznymi podstawami
poznania matematycznego a tym, w jaki sposéb nasze umysty prze-
twarzajg czas i przestrzen, przy czym Kantowskie ,filtry” zastepowane
sg rdzennymi systemami poznawczymi o dtugim rodowodzie ewolucyj-
nym. Dehaene i Brannon nie wahajg sie nawet stwierdzi¢, ze gdyby
Kant zyt wspotczesnie, zostatby on nie filozofem, lecz neurokognitywistg
(s. 519). W poréwnaniu z wczesniejszymi dociekaniami filozoficznymi
wspotczesne badania nad poznaniem matematycznym umozliwiajg wyj-
scie poza sfere racjonalnych spekulacji i budowanie teorii mozliwych do
testowania w eksperymentach wykorzystujgcych metody, ktére spraw-
dzity sie dobrze takze w odniesieniu do innych sfer dziatania umystu.
Z drugiej jednak strony pochopne bytoby stwierdzenie, ze empiryczne
badania nad poznaniem matematycznym w prosty sposob zastepujg
filozofie matematyki. O ile trudno wyobrazi¢ sobie dzis budowanie wia-
rygodnych teorii filozoficznych na temat wiedzy matematycznej, ktore
bytyby jawnie sprzeczne z aktualnym rozumieniem mechanizméw neu-
ropoznawczych, réwnie trudno wyobrazi¢ sobie, by neurokognitywisci
rozwigzali problem statusu ontologicznego obiektow i struktur matema-
tycznych. Innymi stowy wspoétczesne badania nad poznaniem matema-
tycznym nie moga rozstrzygng¢ wspomnianego wczesniej sporu pomie-
dzy Speuzypem i Menaichmosem.

Innym istotnym watkiem jest to, ze empiryczne badania nad pozna-
niem matematycznym rzucajg nowe swiatto na szereg probleméw nur-
tujgcych w zasadzie wszystkie nauki spoteczne. Kluczowy z nich wigze
sie z pytaniem ,natura czy kultura”. Z jednej strony podstawy pozna-
nia matematycznego majg charakter pozajezykowy i zwigzane sg bez-
posrednio ze zdolnosciami wielu zwierzgt w zakresie przetwarzania
liczebnosci i umiejetnosciami przestrzennymi, przez co wielu bada-
czy nie waha sie uznawac ich za wrodzone (zob. Butterworth, 2022;
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Haman & Gut, 2016). Z drugiej strony wrodzona forma poznania mate-
matycznego, tj. wiedza rdzenna, jest bardzo ograniczona, by wspomnie¢
tylko o waskim zakresie subitacji. Przekroczenie ograniczen wiedzy
rdzennej jest mozliwe dzieki specyficznie ludzkiemu wytworowi kulturo-
wemu, czyli jezykowi, o czym swiadczy choéby to, ze uzytkownicy jezy-
kéw, charakteryzujgcych sie waskimi systemami liczebnikéw — nalezy
do nich choc¢by lud Munduruku — wykonujg mniej precyzyjne oblicze-
nia poza zakresem subitacji (zob. Brozek & Hohol, 2017; Butterworth,
2022). Klasyczne pytanie ,natura czy kultura” zdaje sie wiec o tyle Zle
postawione, Ze bez wrodzonych systemow rdzennych zapewne w ogdle
nie bytoby praktyk matematycznych przyswajanych przez nas w toku
edukaciji. Praktyki te zanurzone sg jednak gteboko w kulturze, ktorej
wytwory dziatajg jako ,narzedzia poznawcze”, modyfikujgce istotnie
wiedze rdzenna.

Z badaniami nad poznaniem matematycznym wigze sie rowniez
szereg wazkich implikacji praktycznych w zakresie edukacji. Specjali-
Sci z obszaru poznania matematycznego rekomendujg przede wszyst-
kim, by matematyczne abstrakcje wprowadzane byty w szkole poprzez
gruntowanie ich w doswiadczeniu przestrzennym, ktére wspdlne jest
wszystkim ludziom ze wzgledu na strukture naszych ciat. Szczegdinie
wazne jest w tym zakresie wspieranie tworzenia asocjacji przestrzenno-
-numerycznych. Teza, zgodnie z ktdrg ,.im wigecej przestrzeni, tym lepsza
matematyka”, nie jest jednak uniwersalnie prawdziwa. O ile w przy-
padku dzieci silniejsze asocjacje przestrzenno-numeryczne (wyrazane
np. przez umoéwiony wyzej silniejszy efekt SNARC) zazwyczaj wigzg sie
lepszymi kompetencjami w zakresie szkolnej matematyki, o tyle rela-
cja ta moze by¢ nawet odwrotna w wieku dorostym. Jest to szczegdinie
wyrazne w przypadku profesjonalnych matematykow, ktérzy w ogodle nie
przejawiajg efektu SNARC, co $wiadczy¢ moze o tym, ze dtugotrwaty
trening prowadzi do budowania bardziej abstrakcyjnych, czy tez mniej
ucielesnionych, reprezentaciji liczb (Cipora et al., 2016).

Co wiecej, badania nad ,zmystem numerycznym” sg cenne dla zrozu-
mienia natury dyskalkulii rozwojowej, ktéra utrudnia, a w skrajnych przy-
padkach nawet uniemozliwia przyswojenie szkolnej wiedzy matema-
tycznej, stanowigc bariere dla wkroczenia na liczne $ciezki zawodowe.
Jak wskazujg cyklicznie publikowane raporty edukacyjne, trudno$ci
zwigzane z uczeniem sie matematyki majg daleko idgce konsekwencje
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dla dobrobytu catych spoteczenstw (zob. Butterworth, 2022, s. 30-33).
Wobec tego rekomenduje sie podjecie interwencji psychologicznych,
majgcych pomaoc jak najmtodszym osobom z diagnozg dyskalkulii lub
zagrozonych dyskalkulig, tak by stymulowaé mozliwie najpetniejszy
rozwd6j zmystu numerycznego, co stanowi warunek konieczny dla przy-
swajania szkolnej wiedzy matematycznej (zob. Dehaene, 2011; Butter-
worth, 2022).

Wreszcie, badania z zakresu poznania matematycznego pokazuja,
ze przetwarzanie wiedzy matematycznej, uwazanej za najbardziej abs-
trakcyjny przedmiot ludzkiego poznania, ma u swych podstaw mechani-
zmy, ktére kazda osoba — niezaleznie od $ciezki edukacyjnej i zawodo-
wej — wykorzystuje w codziennym zyciu.
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